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AI-Python 双轨验证法在教学中的设计研究

——以导数几何意义的数值探究为例

刘亚杰 冯鹏鹏
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【摘 要】：导数几何意义的教学长期面临“极限过程不可见”的困境：学生能背诵“切线斜率即导数”，却难以理解割线斜率

如何随间距趋零而逼近切线斜率。针对此问题，提出“AI-Python 双轨验证法”实验教学模式，由生成式 AI 生成数学猜想与推理

路径，再由 Python 数值计算逐条验证。以 f(x)=x2 在 x=1 处的切线斜率为核心案例，揭示导数定义中“极限”概念的数值内涵，

为 AI 辅助数学概念教学提供一种可验证的实践路径。
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1 引言

导数的几何意义“切线斜率即导数值”是高中数学必修课

程的核心概念[2]。然而，这一概念的教学长期面临一个根本性

困难：极限过程是“动态”的，但教材呈现是“静态”的，学

习者往往难以直观把握收敛机制[10]。

近年来，Python 科学计算生态在数学教育中的应用受到关

注[5]。以 Python 数值计算替代静态结论，以可验证数据替代主

观判断，对概念教学具有方法论上的借鉴价值。与此同时，生

成式 AI 在教育场景中的角色引发了广泛讨论[1]。

一个尚未充分探索的问题是：能否将 AI 的“推理能力”

与 Python 的“计算能力”组合为一条“双轨”，即 AI 负责生

成数学猜想和推理路径，Python 负责逐条验证，两者之间的“对

话”本身构成教学过程。

2 理论基础

2.1认知理论基础

从认知理论视角审视，双轨验证法的设计逻辑可锚定于以

下两个理论框架：

认知负荷理论[4][7]认为，教学应减少无关认知负荷，优化

相关认知负荷。在本设计中，AI 将原本需要学生自己搜索和试

错的负荷外化；Python 将抽象符号转化为具体数值。[11]

APOS 理论[8][9]指出，数学概念的建构需经历“操作→过程

→对象→图式”的认知阶段。双轨验证法通过 Python 数值表强

制回补了“操作”与“过程”阶段，AI 推理则学生在此过程中

形成“对象”层面的抽象概括，最终整合为完整的“图式”。

2.2导数定义与割线逼近

函数 f(x)在 x=a 处的导数定义为：

f'(a)=lim[f(a+h)-f(a)]/h,h→0

其几何意义是：当 h 趋近于零时，过点(a,f(a))和(a+h,f(a+h))

的割线斜率趋近于该点处的切线斜率。

图 1 割线向切线逼近示意图

对于 f(x)=x2，在 x=1 处，精确导数值 f'(1)=2。割线斜率为

k(h)=[f(1+h)-f(1)]/h=[(1+h)2-1]/h=2+h。理论上，当 h→0 时，k(h)

→2。

2.3 AI-Python双轨验证法的设计逻辑

双轨验证法的核心逻辑包含三个环节：

环节一（AI 猜想）：学生向生成式 AI 提出数学问题，AI

基于自然语言生成推理路径，可能包含正确的数学论证，也可

能包含微妙的推理缺陷或近似不当。环节二（Python 验证）：

学生运行 Python 代码，对 AI 提出的推理路径进行数值验证。

环节三（反思修正）：学生比较 AI 的推理与 Python 的计算结

果。当两者一致时，确认概念理解；当两者出现偏差时，分析

偏差来源，这是学生深层学习的触发点。

3 Python数值实现与精度分析

本章遵循双轨验证法的核心逻辑，将 AI 的典型推理表述

为若干可检验的“数学断言”，随后通过 Python 数值实验生成

可复现的数据，分析割线斜率向导数值的收敛过程并逐条验

证。
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3.1核心案例：f(x)=x²在 x=1处

以 f(x)=x2为对象，计算 x=1 处不同间距 h 下的割线斜率。

下表列出了 h 从 1 到 10-10的计算结果。

表 1 f(x)=x²在 x=1 处不同间距 h 下的割线斜率及误差

间距 h 割线斜率 k(h) 精确值 f'(1) 绝对误差|k(h)-2| 相对误差

1 3.0000000000 2 1.00×100 50.00%

1×10-1 2.1000000000 2 1.00×10-1 5.00%

1×10-2 2.0100000000 2 1.00×10-2 0.50%

1×10-3 2.0010000000 2 1.00×10-3 0.05%

1×10-4 2.0001000000 2 1.00×10-4 0.005%

1×10-5 2.0000100000 2 1.00×10-5 0.0005%

1×10-6 2.0000010000 2 1.00×10-6 0.00005%

1×10-7 2.0000001011 2 1.01×10-7 5×10-6%

1×10-8 1.9999999878 2 1.22×10-8 6×10-7%

1×10-9 2.0000001655 2 1.65×10-7 8×10-6%

1×10-10 2.0000001655 2 1.65×10-7 8×10-6%

上表显示，在 h 从 1 到 10-6的范围内，割线斜率 k(h)=2+h

的数值计算与解析解完全吻合，绝对误差恰好等于 h。但从

h=10-7 开始，误差偏离了理论值，h=10-7 时误差为 1.01×10-7

（理论值为 1.00×10-7），h=10-9 时误差反升至 1.65×10-7，

h=10-10 时误差不再下降。通过 Python 数值实验发现：IEEE 754

双精度浮点数在计算(1+h)2-1时遭遇了灾难性抵消（catastrophic

cancellation）[6]，有效位数从约 15-16 位迅速退化。

3.2数值精度陷阱：浮点误差的显现

为观察浮点误差的完整退化过程，将 h 从 10-8延伸至 10-16：

表 2 浮点精度边界下的割线斜率误差退化过程

间距 h 割线斜率 k(h)（float64） 绝对误差 误差变化趋势

1×10-8 1.9999999878 1.22×10-8 接近理论值

1×10-9 2.0000001655 1.65×10-7 误差反升

1×10-10 2.0000001655 1.65×10-7 误差停滞

1×10-12 2.0001778012 1.78×10-4 急剧恶化

1×10-13 1.9984014443 1.60×10-3 持续恶化

1×10-15 2.2204460493 2.20×10-1 完全失真

1×10-16 0.0000000000 2.00×100 分子为零

（注：续表 2）

图 2 浮点误差随 h 减小的变化趋势

上表揭示了一个关键教学契机：h 在 10-8 至 10-7 之间时，

误差已偏离理论值；h 降至 10-12时，误差暴增至 1.78×10-4（理

论值应为 10-12）；h 降至 10-16时，(1+h)2与 1 在浮点表示上完

全相同，分子[f(1+h)-f(1)]退化为 0，割线斜率直接算出 0。这

一“灾难性抵消”现象是 IEEE 754 双精度浮点数的固有限制，

约 15-16 位有效数字在两数相减时迅速丢失。

在双轨验证法的框架下，这正是“AI 推理”与“Python

计算”产生分歧的核心节点：AI 基于数学推理回答“h 越小越

精确”，但 Python 的计算结果在 h<10-8 后已开始偏离理论值。

学生需要理解：AI 的数学推理在逻辑上是正确的，Python 的

数值结果受限于浮点精度，两者之间的张力揭示了“数学极限”

与“计算精度”的本质差异。

3.3拓展案例：不同函数的收敛速率对比

将方法拓展至 f(x)=sin(x)在 x=0 处和 f(x)=ex在 x=0 处，对

比三个函数的收敛速率：

表 3 三函数割线斜率误差收敛速率对比

间距 h x2的误差
(x=1)

sin(x)的误

差(x=0)
ex的误差

(x=0) 收敛阶

1×10-1 1.00×10-1 1.67×10-3 5.17×10-2 ——

1×10-2 1.00×10-2 1.67×10-5 5.02×10-3 x2:O(h),sin:O(h2),exp:
O(h)

1×10-3 1.00×10-3 1.67×10-7 5.00×10-4 x2:O(h),sin:O(h2),exp:
O(h)

1×10-4 1.00×10-4 1.67×10-9 5.00×10-5 x2:O(h),sin:O(h2),exp:
O(h)

1×10-5 1.00×10-5 1.67×10-11 5.00×10-6 x2:O(h),sin:O(h2),exp:
O(h)

1×10-6 1.00×10-6 1.67×10-13 5.00×10-7 x2:O(h),sin:O(h2),exp:
O(h)
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图 3 三函数收敛速率对比

表 3 揭示了三个函数的误差收敛特征：f(x)=x2 的误差恰好

等于 h，呈一阶收敛 O(h)；f(x)=sin(x)的误差约为 h2/6，呈二阶

收敛 O(h2)，比 x2 快一个数量级，这是因为 sin(x)的泰勒展开中

一次项系数为 1，主导误差项升至二阶 h2/6；f(x)=ex 的误差约

为 h/2，同样是一阶收敛 O(h)，但系数（0.5）小于 x2的系数（1.0）。

4 讨论与反思

4.1双轨验证法的独特价值

传统导数教学中，教师和教材是知识的唯一来源，学生处

于“接受—记忆”的位置。双轨验证法引入了两个知识来源：

AI 的推理和 Python 的计算，两者之间形成参照。当两者一致

时，学生的理解得到确认；当两者分歧时，学生自然进行深层

思考。

4.2实施中的挑战

第一，AI 输出的不可预测性。生成式 AI 对同一问题的回

答在不同时间可能不同，教师需具备判断 AI 推理正确性的数

学素养。第二，课时压力。双轨验证法的环节较多，课时紧张

可视实际情况压缩拓展对比环节。

4.3研究局限

双轨验证法的教学效果有待后续准实验研究的检验。本文

提供的数值表可作为后续实证研究的研究工具。

6 结论

双轨验证法构建了“AI 生成断言→Python 数值验证→学

生反思修正”的三环教学结构，其独特教学价值在于：当 AI

推理与 Python 计算一致时，学生获得量化确认；当两者分歧时，

学生被引导进行数学对象与计算对象的本体论反思。这一“分

歧驱动”的学习机制，为 AI 辅助数学概念教学提供了一种可

验证、可复现的实践路径。
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