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基于初等数论的整除判定方法研究
周根全
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【摘 要】：初等数论是数论的基础，整除理论又是数论的核心概念，同余概念运算与整除问题紧密相关。数论的起源与发展经

历了一个漫长而曲折的过程，中外数学家均为数论做出了贡献。研究整除首先要理解整除的基本含义及其性质，这样才能把整除

理论应用到解决实际问题中去。

【关键词】：初等数论；整除定义；整除性质；研究与应用

DOI:10.12417/2705-1358.25.17.067

数学是科学之王（高斯），是自然科学通用的语言和工具，

是人类文化构成的要素之一，也是人类文化素质构成的要素之

一。数论是数学之王（高斯），其研究对象是整数的性质，内

容高度抽象而神奇，方法极其灵活而多变。

初等数论是数论的基础，主要用算术方法而非运算的角度

研究整数的基本性质，其知识内容和思想方法，是数学思维链

条中不可或缺的重要环节。

1 数论溯源

（1）西方数论思想与理论的形成

数论的起源，要追溯到公元前 500多年．那时，人们在拥

有了数的概念之后，自然会接触到数的一些性质。而第一个研

究数的性质的学者，是古希腊著名哲学家毕达哥拉斯。

毕达哥拉斯学派秉持“万物皆数”的哲学思想，为探索自

然的奥秘而研究数。他们将正整数分为奇数和偶数，研究了奇

数和偶数的运算规律，提出了亲和数、完全数等概念，但是，

他们对正整数的研究是出于占卜等宗教活动的需要，因此，具

有浓厚的宗教神秘色彩，没有严格的概念定义和推理论证。

大约在公元前 300年，古希腊另一位著名的数学家欧几里

得把正整数的研究推向前进。在其著作《几何原本》中，首次

给出了因数、倍数、质数、互质等基本概念的精确定义，并对

所得到的结论进行了证明，从而使数论的研究严格化。

而且，欧几里得还发现质数在整数理论中的重要价值和基

础地位。他不仅证明了关于自然数和质数之间的积性关系，还

证明了质数个数的无穷性，提出了计算最大公约数的辗转相除

法等等，使他的工作形成了初等数论的雏形。

公元 250年前后，古希腊代数学家丢番图为初等数论开辟

了一片新天地-不定方程问题。他将自己的研究成果写成了一本

《算术》，本书开启了中世纪的初等数论研究。

大约与此同时，中国也开辟了数论的另一个领域-同余理

论。《孙子算经》中记载的“物不知数”问题，就涉及同余理

论的研究。而我国南宋时期的数学家秦九韶所提出的“大衍求

一术”，则比后来的高斯早了几百年，给出了具体且完备的解

一次同余方程组的方法。

到了 17世纪初，一位法国业余数学家费马接过了初等数

论研究的太旗．他的研究兼有欧几里得和丢番图的影子，提出

了许多定理，最著名的是费马大小定理。

在 18世纪末，数学家们发现，初等数论的研究似乎已成

定局-整数的性质已经被研究得差不多了。然而，进入 19世纪，

与阿基米德（Archimedes）、牛顿（Newton）并称世界数学史

上三位最伟大的数学家的德国数学家高斯发表了划时代的著

作《算术研究》，又开辟了数论研究的新时代。在这本著作中，

他不仅系统整理了这之前的数论中孤立的结果，而且详细阐述

了自己的成果，给出了同余的标准记号和完整理论体系。到了

19世纪 20年代，高斯又着重研究了二次互反律．这是一个用

于判别二次剩余，即二次同余方程之整数解的存在性定律。

数论在中国也卓有成效。从杨武之，到华罗庚、王元、陈

景润等，都有非常卓越的成果与贡献．陈景润对于“1＋2”的

证明，就是运用解析数论的方法来完成的，这是目前世界上证

明哥德巴赫猜想最好的结果。解析数论的创立，让许多初等数

论中很难证明的定理变得简单，同时可以提出更多新的数论问

题，让数论这门学科的生命力得以延续。
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数论研究的最大收获不是解决了多少实际问题，而是发现

了看似不相关的数学领域存在着某种深刻、内在的联系，促进

着现代数学的“大统一”，指导着未来数学的发展方向．

现代数论已经渗透到数学的许多分支学科和计算机等其

他数学以外的学科。渗透与结合所产生的成果，已经被广泛应

用于密码、信号、计算机性能检验等众多领域。

在数论中，还有许多看似简单实则非常困难的问题没有解

决，如哥德巴赫猜想和黎曼猜想等，为了解决这些难题，数学

家们曾经还必将作出不懈的努力，曾经还必将留下激动人心的

成果和故事。

数论中的整除理论，具有久远的历史，至少在公元前 6世

纪，毕达哥拉斯学派注视着沙滩上排列的鹅卵石，竟然发现了

一种神秘规律：把石子能排列成完美对称的矩形时，他们称这

两个数为“可整除”的伙伴。例如数字 6的石子，既能排成 2

×3的矩形，也能排成 1×6的长队——他们激动地称之为“完

全数”，因为它的真因子之和（1+2+3）恰等于自身。这种对

整数内在结构的探索，揭开了人类系统研究整除性质的序幕。

整除理论是初等数论的基础，它是对在小学就学过的关于

整除的算术，主要是涉及除法运算的内容，作抽象的、系统的

总结，在讨论中不能涉及分数，这看起来似乎很简单，但是它

的内涵是十分重要而深刻的。整除理论是初等数论的灵魂，它

包括最大公约数理论和数学中最重要、最基本、最著名的定理

之一——算术基本定理，即每个大于 1的正整数必可唯一地表

示为若干素数的乘积。

在《几何原本》第七卷中（约公元前 300年），欧几里得

以严谨的逻辑重构了整除理论。他提出著名命题：“若两数互

素，则其最小公倍数等于乘积”这本质上基于整除的传递性。

更里程碑式的是，他证明了“质数无穷多”——通过假设有限

质数集，构造新数 121  kpppN  ，再证明必有质数整除 N
却不在原集中。这一思想实验的精妙，正依赖于整除的确定性。

公元 4世纪的《孙子算经》抛出了“物不知数”问题：

“今有物不知其数，三三数之剩二，五五数之剩三，七七

数之剩二，问物几何？”孙子发明了解决此类同余方程组的算

法（后称“中国剩余定理”），其核心思想是寻找能被部分除

数整除，同时满足特定余数的数。南宋秦九韶在《数书九章》

中进一步系统化，发展出“大衍求一术”，这比欧洲高斯建立

同余理论早了五百年。17世纪，费马在研读丢番图《算术》时，

在页边写下著名的费马小定理：若 p 是质数，a 是整数，则 p
整除 aa p  ，但他未给出证明。一个世纪后，欧拉不仅证明

了该定理，还将其推广至φ函数（欧拉定理）：若a 与n 互

质，则 n 整除
  1na

。这一成果揭示了质数模下的循环结

构，直接催生了现代密码学。

这段历史告诉我们：整除不仅是算术的基本法则，更是人

类理解数字宇宙的钥匙——从古希腊的完美猜想，到中国的实

用算法，再到近代的抽象证明，数学家们通过“能整除吗？”

这一朴素追问，逐步揭开整数王国的维度，最终构建起数论这

座宏伟殿堂。

（2）数论整除的原理分析

从概念理解来看，整除的定义虽看似简单，但这种抽象的

表述几乎脱离了小学阶段具体的数字运算情景，让学生难以将

其与以往的算术认知建立直接关联，难以真正领会其作为初等

数论基础的深刻内涵。比如对于“完全数”中真因子之和等于

自身这一概念，学生可能能理解 6这个例子，但要推广到对整

数内在结构的探索层面，就显得力不从心。

在性质运用方面，整除的传递性、可加性、可乘性等性质，

单独看每条都不复杂，但当需要综合运用这些性质解决问题

时，学生往往不知如何下手。

对于整值函数整除问题，其证明过程涉及到各种变形技

巧，如“倒项配对相加”、利用预备定理进行指数变换等，这

些技巧具有很强的灵活性和技巧性，学生很难掌握其中的规

律。

在同余与整除的结合部分，同余概念本身就较为抽象，让

学生难以理解其与整除之间的内在联系。而且运用同余知识解

决整除问题时，需要掌握同余的各种性质，如反身性、对称性、

传递性等，并能熟练运用这些性质进行转化和推理。

数论中的整除不是简单的数字运算，而是具有严密的定义

与性质且具有高度抽象化的理论问题，因此数论中的整除远超

出我们常人的想象，有些实际问题看似简单，以至于大多数同

学常常是“道理听得懂，问题想不通，畏难厌学时有发生”。

如何运用整除理论研究实际问题，我们必须理解其相关的定义

与性质。

2 数论的分析研究与应用

（1）抽象数字整除问题分析研究

案例分析：求证：  013 aabcabc

abcabc表示某一个六位数的整数，核心为整除的论证分

析与研判，由于整数中的各位数字并不知晓，故该问题属于抽

象数字。

问题证明：因为

10011000  abcabcabcabcabc ，

（2）整值函数整除问题分析研究
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所谓整值函数，指自变量取任意整数时，函数值都是整数

的 函 数 。 例 如 ，   873 2  nnnf ，   nnnf 98  ，

  22, babaf  等都是整值函数。当自变量取定一个具体数值

时，就能变化出一系列有趣的两个具体数值的整除问题。

案例分析：设n 为正整数，k 为正奇数，求证：

  kkk nn   2121

问题证明：

“倒项配对相加”可得

 
      kkkkkk

kkk

nnn

n

1121

212









，

各项均可被 1n 整除，

故    kkk nn  2121 。

同理

 
         kkkkkkk

kkk

nnnn

n

2112211

212









，

各项均可被n 整除，故  kkk nn  212 。

因为   11, nn （互质）

故
       kkkkkk nnnnnn 


  21

2
12121

。

即   kkk nn   2121 。

（3）整除与同余问题分析研究

同余是数论特有的概念和方法，是初等数论的核心内容，

运用同余知识可以绕过除法运算，直接而简捷地解决很多困难

问题。同余具有很多性质，包括反身性、对称性、传递性、可

加性、可乘性以及可约性等，这些性质在论证分析问题中具有

重要的应用。在此我们不妨以具体问题的分析，理解同余与整

除之间的内在关系。

案例分析：求证：
 12641

52 
。

本题题意是要证明正整数 641 能否整除 12
52  ，如果

运用整除定义来证明不但麻烦，而且无法从 12
52  找到

641的因数，因此用同余概念来论证，使问题变得比较容易。

问题分析：

欲证
 12641

52 
，只要证明  641mod12

52 
即可。

因为  641mod123716
1546553625622 2243225




，

即  641mod12
52  ，所以

 12641
52 

。

通过以上问题的分析，我们发现数论中的整除问题远超出

一般数字的除法运算，具有高度的抽象性和趣味性。只要准确

把握整除的核心定义，做好问题的分析研究，才能达到预期的

效果。
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