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思维可视化助力高中数学问题解决教学研究

——以“正弦型函数的性质与图像”为例
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【摘 要】：随着核心素养导向的课程改革深化，思维可视化工具为高中数学课堂教学提供了新的问题解决路径。通过信息技术、

问题链等可视化手段，以数学模型为支架创设思维节点，从认知问题、建立模型、创建路径三个环节凸显思维过程、外显认知路

径，有效提升学生的问题解决能力，实现素养的发展。
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数学家哈尔莫斯提出，“数学真正的组成部分是问题与解，

问题是数学的心脏”，波利亚认为数学是一门问题解决的学科。

在教学过程中，教师总会面临如何将抽象的数学概念、复杂的

问题解决过程、思维过程有效呈现，从而提升教师的教学效果，

学生的学习效果的难题。为了使学生“看见”思维路径的搭建

过程，可以借助信息技术与思维可视化手段，创设思维节点，

以数学模型为支架建立“可见形式”与“抽象形式”的直接联

系，为学生理解概念创设情境，为学生探索规律启发思路，为

学生问题解决提供直观。

1 问题解决与思维可视化的内涵

1.1问题解决

“问题解决”于教师而言是一种教学方式，于学生而言是

一种学习形式，共同的特征都是以“问题”为载体进行教与学

的活动[1]。信息加工心理学家认为“问题”是给定信息和目标

状态之间有些障碍需要加以克服的刺激情境[2]。可见问题产生

于情境，并且有三个基本成分，即已知条件，既定目标，过程

阻碍。迈耶指出问题解决发生于问题解决者的认知系统内部，

包含问题解决者对知识的操作与应用，其过程是可指导的，需

要问题解决者尝试达到若干目标[3]。因此问题解决可以理解为

从最原始的问题出发，历经不同子问题，运用一定策略将问题

正确表征，最终获得解决的认知过程。

1.2思维可视化

思维可视化是将人脑思想层中看不见却真实存在的东西

（如思维轨迹、结构等），通过某些手段、方式清晰直观呈现

出来的过程。思维可视化不是为了画图而画图，而是为了解决

具体的问题，实现学生思维的进阶[4]。教师可以通过问题链、

图示（如思维导图、概念图）等方式将学生内隐、动态、个性

化的思维轨迹外显。

2 问题解决教学路径架构

问题解决教学的实质在于引导学生根据具体情境和目标，

通过认知操作和思维活动，建立完整、严密的推理路径，消除

目标状态与初始状态之间的差异。这一过程好比在河的两岸造

桥，应先确定起固定支撑作用的支点，再按照一定的逻辑关系

由点成线，形成完整路径。因此在课堂教学中教师应当立足学

生的思维起点创设合适的问题情境，以数学模型为思维支架，

通过认知问题、建立关系、创建路径三个环节（图 1），实现

问题解决。

图 1 问题解决课堂教学流程
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3 问题解决路径的设计与实施

3.1立足思维起点，促使认知问题的过程可视化

情境不是引子，不是跳板，而是探究的对象，在于唤醒学

生的已有认知，激活知识储备[5]。作为新课导入的问题情境应

当立足学生的思维起点，与学生的已有认知建立联系。章建跃

教授指出，在繁杂的周期现象中，匀速圆周运动最为典型[6]，

因此选取贴近学生生活，并且在学习正弦函数时出现过的摩天

轮模型作为原始问题情境：“如何刻画座舱 P 随时间 x 变化距

离地面的相对高度”，构建前后一致，逻辑连贯的学习过程。

3.1.1问题情境的数学表征

对于数学问题中一些未被分解、转化的原始问题，可以用

数学符号、图形、文字等多种表征形式，建立已知信息和欲求

目标的联系，尚不清楚解决问题的具体路径时,信息转译越丰富

越好。如将“座舱 P 距离地面的相对高度”转译为数学语言，

即“点 P 的纵坐标 y 与时间 x 的关系”。想要得到预期目标，

学生不难发现影响座舱 P 高度的因素可能为半径、角速度、初

始角以及圆心距离地面的高度。

3.1.2动态情境的静态化分析

现实生活中选取的情境（如摩天轮情境）往往是动态发展

的，可以利用信息技术手段（如 GeoGebra软件）分析整个运

动过程，并将其分解为若干个稳定的关键阶段或典型瞬间。

例如在分析点 P 坐标变化时，教师利用 GGB 软件依次改

变圆的半径、角速度、初始角，学生不难得出点 P 的坐标由

(cosx，sinx)依次变为(Acosx，Asinx)、(Acosωx，Asinωx)、

(Acos(ωx + φ)，Asin(ωx + φ))。这一过程不仅将现实问题

抽象成数学模型，还揭示了 y = Asin(ωx + φ)可以由 y = sinx

动态生成，将单位圆上点的运动推广为一般的匀速圆周运动。

3.2呈现思维轨迹 促使建立关系的过程可视化

“建立关系”是指通过分析数学模型的表现结果、影响因

素，选择一定的认知角度，建立各要素之间定量或定性的关系，

这一过程主要分为呈现认知角度和建立核心关系两个阶段。

3.2.1图表结合 呈现认知角度

认知角度能够反映个体在理解或分析事物时所采用的特

定思维框架或视角。学生的不同认知水平会导致对待同一问题

会产生不同的认知角度。如问到“如何研究三个参数 A、ω、φ

对函数 y = Asin(ωx + φ)影响？”学生会产生如下三种认知

角度：

认知角度一：先用五点法画出几个特殊函数的图像，再根

据图像研究函数的性质；认知角度二：先分析 y = sin(x + φ)，

再分析 y = sin(ωx + φ)，最后探究 y = Asin(ωx + φ)；认知

角度三：分别研究三个参数对 y = Asinx、y = sin(x + φ)、y =

sinωx 的影响，再研究两个参数对函数的影响，最后归纳整合。

针对学生的不同认知角度。教师可以建构概念图、表格等

形式直观呈现，这也为建立关系过程的可视化奠定基础。

3.2.2据理列式 建立核心关系

解决一个复杂的问题往往涉及多个环节，每个环节之间存

在平行或交叉关系，教师需要引导学生选择合适的认知角度，

分析问题本质特征，建立最核心的关系式。

教师带领学生分析三种认知角度，发现认知角度三先厘清

每个参数对函数的影响，再归纳整合，学生可以更加明确每一

个参数如何影响函数。三角函数刻画的是动点在单位圆上的位

置变化关系，借助三角函数线中的正弦线，学生已经明确单位

圆中 sinx 的绝对值表示动点到 x 轴的竖直距离，取值范围为

[0,半径]，此时半径为 1。改变半径大小，点 P 到 x 轴的竖直

距离仍为[0,半径]。故引入参数 A 表示圆的半径，不改变其余

因素时，A 的变化仅影响函数值的取值范围。当改变点 P 的起

始位置φ大小时，点 P 到达最值点、零值点时的 x 值改变，即

到达最值点和零值点所用时间不同，但只要ω不变，点 P 旋转

一周所用时间不发生改变。当改变点 P 的角速度ω，P 旋转一

周所用的时间发生改变，间接影响了点 P 到达最值点、零值点

的 x 取值。因此参数之间 A 独立影响函数，ω、φ之间相互关

联。故建立“先分而治之，再归纳整合”的核心关系（图 2）。

图 2 核心关系

3.3把握思维障碍，创建问题解决路径的过程可视化

3.3.1注重问题设置，关注知识生成

问题解决路径的创建就是将已知信息、核心关系、欲求目

标三者用数学知识、方法按照一定逻辑关系联系起来。教师可

以遵循整体性、层次性、指向性以及生长性原则[1]设置层次递

进的问题，每个问题对应一个思维节点，形成思维阶梯，学生

在问题解决过程中不断思考，构建解决问题的完整路径。

其次问题组的设置不仅体现问题解决的完整路径，同时也

用于暴露学生的思维障碍。本节课的重点在于类比正弦函数的

研究过程研究正弦型函数的性质与图像，而五点法作图关键点

的选取以及函数的周期是本节课的难点，也是学生容易出错的

地方。因此在探究参数对 y = Asin(ωx + φ)的影响时，每一

环节都增加追问“P 在旋转过程中经过哪些关键点”，这为探
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究“五点法”画图埋下伏笔。如探究参数φ对函数的影响时，

让学生在坐标系中画出 y = sin(x + π

3
)的图像，部分学生会选

择让 x 取 0， π
2
，π， 3π

2
，2π为五个关键点。对于学生的误区、

思维障碍，教师利用 GGB 软件、板书留痕等可视化手段，引

导学生将角 x，x + φ，ωx + φ看成一个整体角，观察终边

OP 所经过的特殊位置，利用 GGB 软件中“点的轨迹追踪”功

能生成函数图像，学生不难发现当整体角经过 0，π

2，π，
3π
2 ，

2π才是关键位置，而此时关键点位于函数的波峰、波谷以及

零点处，因此关键点是“函数值 y”发生变化的特殊位置，而

不是自变量 x，从而有效突破教学难点。

3.3.2记录思维节点，突破思维障碍

问题解决路径中的支点是逻辑推理的产物，也是思维的载

体。思维节点好比问题解决路径中的一块块“过河石”,是思考

过程中的关键点或连接点，因此要及时记录思维节点。如在探

究不同参数对函数图像的影响时，教师让学生将每一次所选取

的五个关键点汇总在表 1中，并保留做题痕迹。通过记录问题

解决过程中的思维节点，让学生不断领悟参数对函数的影响以

及五点法画图的关键。

表 1 正弦型函数五点法绘图及特征小结

函数值

x

函数

0 A 0 −A 0 平移量 周期

y = sinx 0 π

2
π

3π
2

2π 0 2π

y = Asinx 0 π

2
π

3π
2

2π 0 2π

y = sin(x + φ) 0 − φ π

2
− φ π − φ 3π

2
− φ 2π − φ 左移φ 2π

y = sinωx 0
π

2ω
π

ω

3π
2ω

2π
ω

0
2π
ω

y = sin(ωx + φ) 0 −
φ

ω

π
2 − φ

ω

π − φ

ω

3π
2 − φ

ω

2π − φ

ω
左移

φ

ω

2π
ω

y = Asin(ωx + φ) 0 −
φ

ω

π
2 − φ

ω

π − φ

ω

3π
2 − φ

ω

2π − φ

ω
左移

φ

ω

2π
ω

4 结语

以数学模型为思维支架，结合思维可视化手段，能够有效

提升高中生的问题解决能力，发展其数学思维。通过认知问题、

建立关系、创建路径三个环节，学生能够将抽象的数学问题转

化为具体的、可操作的思维路径，从而在复杂问题解决中游刃

有余。
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