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高考数学一题多解例析

——2025 新高考Ⅱ卷 18 题
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【摘 要】：本文以 2025年新高考Ⅱ卷 18题为研究对象，采用数形结合、逐层求导、构造函数等多种解题思路对题目进行探究。

研究旨在通过对比不同的解题方法思路，学生通过从不同角度分析问题，帮助学生理解数学的本质，培养学生逻辑推理和发散思

维能力，并且提升数学核心素养。当前导数教学中“单一解法讲解”模式易局限学生思维，一题多解则能有效培养学生发散思维

与综合解题能力。
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《普通高中数学课程标准（2017年版 2020年修订）》明

确指出，数学教学应聚焦学生数学核心素养的培养，具体涵盖

数学抽象、逻辑推理、数学建模、直观想象、数学运算和数据

分析六大核心要素。导数作为衔接初等数学与高等数学的关键

内容，是高中数学知识体系的核心组成部分，其综合应用题常

以高考压轴题的形式出现，对学生的逻辑推理、数学运算及综

合应用能力提出了极高要求。在当前高中数学导数教学实践

中，多数教师仍沿用“单一解法讲解+题型模仿训练”的传统

教学模式，该模式易导致学生形成固定的解题思维定式，在面

对导数变式问题时，缺乏灵活变通与多路径解题的能力。一题

多解作为一种高效的数学思维训练策略，能够引导学生从不同

视角、不同维度审视问题，通过多路径探索解题思路，实现知

识的迁移与融合，契合核心素养导向下高中数学教学的时代要

求，对提升导数教学质量具有重要意义[1]。

1 例题呈现及考点分析

1.1例题呈现：已知函数 f x =ln 1 + x − x + 1
2
x2 − kx3, 0 < k < 1

3

（1）证明：f x 在区间（0，+∞）存在唯一的极值点和唯

一的零点；

（2）设x1, x2分别为 f x 在区间（0，+∞）的极值点和零

点。

①设函数 g t = f x + t − f x − t ，证明：g t 在区间（0，

x1）单调递减；

②比较 2x1与x2的大小，并证明你的结论。

1.2考点分析

上述题目是 2025年新高考Ⅱ卷 18题。试题是一道经典函

数与导数综合题，涵盖三大核心考点：

（1）函数性质证明：考查导数与函数单调性的关系、零

点存在定理的应用，以及极值点与零点的存在性与唯一性证

明。（2）构造函数分析：通过构造辅助函数证明单调性，考

查导数运算、函数单调性判定及逻辑推理能力。（3）双变量

大小比较：考查隐零点代换、放缩法、构造函数法等综合技巧，

是导数题中区分度较高的考点。

2 一题多解探究

2.1第一问：极值点与零点唯一性证明

解法 1：通过求导分析函数求导后单调性，结合零点存在

定理证明极值点唯一性；再利用函数单调性与端点值符号证明

零点唯一性。

（1）求导化简：函数f' x = 1
1+x

− 1 + x − 3kx2 = x 1
1+x

+

1 − 3kx 。令 h x = 1
1+x

+ 1 − 3kx,故f' x = x ∙ h x 。x > 0，x > 0，

所以f' x 的符号由 h x 决定。

（2）证明极值点的唯一性：通过对 h x 求导得h' x =−

1
1+x 2 − 3k。因为 0 < k < 1

3
,所以h' x < 0恒成立，故 h x 在 0， +

∞ 上单调递减。又因为 h 0 = 2 > 0,并且 x →+ ∞时，h x →−

∞,所以存在唯一的x1 ∈ 0, + ∞ ,使得 h x1 = 0,即f' x1 = 0。当

x ∈ 0, x1 时，h x > 0,所以f' x > 0,f x 单调递增；当 x ∈ x1, +

∞ 时，h x < 0,所以f' x < 0,f x 单调递减；因此x1是 f x 在（0，

+∞）上唯一的极值点。

（3）证明零点唯一性：f 0 = 0，且 f x 在 0, x1 上单调递

增，所以 f x > f 0 = 0。又因为 f x 在 x1, + ∞ 上单调递减，

且当 x →+ ∞时，f x →− ∞，根据零点存在定理，存在唯一的

x2 ∈ x1, + ∞ ，使得 f x2 = 0,所以 f x 在（0，+∞）上有唯一

零点。

解法 2：证明唯一极值点，再放缩辅助证明零点。

（1）二阶导数分析：对f' x 再次求导，得出二阶导数：

f' ' x =− 1
1+x 2 + 1 − 6kx，当 x > 0，− 1

1+x 2 > 1,所以f' ' x > 1 +

1 − 6kx =− 6kx < 0,即 f' x 在 0， + ∞ 上单调递减。又因为

f' 0 = 0，所以f' x 在 0， + ∞ 上先正后负，存在唯一零点x1，
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即 f x 存在唯一极值点。

（2）零点缩放证明：当 x > 0 时，由 0 < k < 1
3
，得 f x =

ln 1 + x − x + 1
2
x2 − kx3 < ln 1 + x − x + 1

2
x2 。 令 φ x =

ln 1 + x − x + 1
2
x2，φ' x = x2

1+x
> 0，所以φ x （0，+∞）上单

调递增，φ x > φ 0 = 0。当 x →+ ∞时，−kx3主导 f x 的趋

势，所以 f x →− ∞，根据单调性可知 f x 存在唯一的零点。

2.2第二问：g t 单调性证明

解法 1：直接对 g t 求导，化简后利用极值点x1满足的

f' x = 0 关系，代入判断g' t < 0，从而证明 g t 在 0, x1 上单

调递减。

（1）化简 g t ：g t = l n 1+x+t
1+x−t

− 2t + 2xt − k 6x2t + 2t3

（2）求导并化简：g' t = 1
1+x+t

+ 1
1+x−t

− 2 + 2x − k 6x2 +

6t2 。x1是 f x 的极值点，所以f' x1 = 1
1+x1

− 1 + x1 − 3kx12 = 0，

即(3kx12 =
1

1+x1
+ x1 − 1)。当 0 < t < x1时，代入化简g' t ，可得

g' t < 0，故 g t 在 0, x1 上单调递减。

解法 2：将 g t 转化为关于 t 的对称函数，利用函数的对

称性与单调性分析。

（1）对函数对称性分析：由 g t = f x + t − f x − t ，得

g −t = f x − t − f x + t =− g t ，故 g t 是奇函数。

（ 2 ） 导 数 符 号 判 断 ： 对 g t 求 导 得

g' t = f' x + t + f' x − t 。当 0 < t < x1时，x + t < x1，x − t > 0，

f' x 在 0, +∞ 上单调递减，故 g t 在 0, x1 上单调递减。

2.3第二问（2）：解法 1：利用x1是极值点的条件，将x2满足

的 f x2 = 0 进行变形，构造函数比较 2x1与x2的大小

（1）极值点条件变形：由f' x1 = 0，得：3k = 1
1+x1

即 k =

1
3 1+x1

。

（2）零点条件代入：由 f x2 = 0，得 l n 1 + x2 − x2 +
1
2
x22 −

kx23 = 0 ， 将 k = 1
3 1+x1

代 入 ， 得 ：

l n 1 + x2 − x2 +
1
2
x22 − x2

3

3 1+x1
= 0。

（3）构造辅助函数：令

H x = l n 1 + x − x + 1
2
x2 − x3

3 1+x1
，则 H x2 = 0。求导得：

H' x = 1
1+x

− 1 + x − x2

1+x1
，当 x = x1时，H' x1 = 1

1+x1
− 1 + x1 −

x1
2

1+x1
= 0。又因为H'' x =− 1

1+x 2 + 1 − 2x
1+x1

，故H' x 在 0, +∞

上单调递减。因此 H x 在 0, x1 上单调递增，在 x1, +∞ 上单

调递减。又因为 H 2x1 = l n 1 + 2x1 − 2x1 + 2x12 − 8x1
3

3 1+x1
，代

入 k 的表达式化简得 H 2x1 > 0 = H x2 。由于 H x 在 x1, +

∞ 上单调递减，所以x2 < 2x1。

解法 2：利用对数函数泰勒展开放缩，简化证明过程。

（1）当 x > 0 时，l n 1 + x < x − 1
2
x2 + 1

3
x3，故：f x2 =

l n 1 + x2 − x2 +
1
2
x22 − kx23 < x2 − 1

2
x22 +

1
3
x23 − x2 +

1
2
x22 −

kx23 =
1
3

− k x23。由于 0 < k < 1
3
，故 f x2 < 1

3
− k x23，而 f x2 =

0，因此x2需要满足
1
3

− k x23 > 0，即x2 > 0。

（2）比较 2x1与x2：构造函数φ x = l n 1 + x − x + 1
2
x2 −

1
3
x3，则φ' x =− x3

1+x
< 0，故φ x 在 0, +∞ 上单调递减。由

f x2 = 0，得 l n 1 + x2 − x2 +
1
2
x22 = kx23 <

1
3
x23，即φ x2 > 0 =

φ 0 。又φ 2x1 = l n 1 + 2x1 − 2x1 + 2x12 − 8
3
x13，代入 k = 1

3 1+x1

化简可得φ 2x1 < 0，故φ x2 > φ 2x1 ，结合单调性可得x2 <

2x1。

（3）解法 3：令 t = x2
x1

t > 1 ，将双变量问题转化为单变

量问题，构造函数证明 t < 2。1.变量代换：设x2 = tx1 t > 1 ，

则 f x2 = 0 可化为：ln 1 + tx1 − tx1 +
1
2
t2x12 − kt3x13 = 0。

（4）代入极值点条件：将 k = 1
3 1+x1

代入上式，得：ln 1 +

tx1 − tx1 +
1
2
t2x12 − t3x1

3

3 1+x1
= 0。3.构造单变量函数：令 G t =

l n 1 + tx1 − tx1 +
1
2
t2x12 − t3x1

3

3 1+x1
，求导得：G' t = x1

1+tx1
− x1 +

tx12 − t2x1
3

1+x1
。当 t = 1 时，G' 1 = 0；当 t>1时，G' t < 0，故 G t

在 1, +∞ 上单调递减。又因为 G 2 = l n 1 + 2x1 − 2x1 +

2x12 − 8x1
3

3 1+x1
> 0 = G t ，故 t<2，即x2 < 2x1。

3 一题多解的教学价值与实施建议

3.1教学价值

（1）培养学生的发散思维与创新意识：一题多解打破“一

题一解”的固化思维，引导学生从不同视角审视导数综合题，

鼓励尝试新的解题思路与技巧，打破思维定式，逐步形成多角

度思考问题的习惯，激发创新意识，提升思维的灵活性与深刻
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性，为后续学习和终身发展奠定良好思维基础。

（2）深化学生对知识的理解与迁移应用：一题多解本质

是不同知识模块与解题方法的融合，通过探究多种解法，学生

能更深刻理解导数核心概念、性质及应用，厘清导数与函数单

调性、极值等知识的内在关联，实现知识融会贯通。同时，能

熟练掌握各类解法的适用场景，提升知识迁移能力，为应对高

考变式题，为后续高等数学学习奠定基础[4]。

（3）提升学生的解题能力与应试信心：一题多解训练能

让学生熟练掌握隐零点代换、放缩等多种解题技巧，丰富解题

“工具箱”，可根据题目特点选择最优路径，提升解题效率与

准确率，避免因单一解法受阻而无法解题。同时，多路径解题

的成功体验能帮助学生克服畏难情绪，增强数学学习的自信

心，强化应试能力[2]。

（4）落实数学核心素养的培养要求：一题多解是落实核

心素养培养的有效载体，探究过程中，学生的逻辑推理、数学

运算、直观想象、数学建模等核心素养得到综合训练。通过解

法推导、优劣判断锤炼逻辑思维，通过化简、求导强化运算能

力，通过构造函数提升建模能力，契合核心素养导向的教学要

求[3]。

（5）助力教师优化教学质量：一题多解能推动教师丰富

自身知识储备与解题技巧，备课中梳理解法逻辑与关联，教学

中精准把握学生薄弱点，实施分层教学，打破传统被动教学模

式，构建高效互动课堂，推动教学观念从“教解题”向“教思

维”转变，为导数教学提供实践支撑。

3.2教学实施建议

（1）循序渐进，分层引导：遵循学生认知规律，先夯实

通性通法，再逐步引入优化技巧，避免学生产生畏难情绪。针

对不同层次学生设计分层训练，基础薄弱学生强化常规解法，

中等层次学生侧重灵活运用，优秀学生鼓励探索特殊解法，逐

步提升学生解题能力与思维层次。

（2）强化解法对比，引导反思：引导学生对比不同解法

的优劣、适用场景及思维逻辑，反思解题误区与易错点。通过

课堂互动、小组讨论等形式，让学生分享解题思路，同时要求

学生建立反思本，记录解法核心与优化方向，形成个性化解题

策略。

（3）鼓励自主探究，促进合作：设置开放性问题，给予

学生充足思考空间，培养自主探究能力。合理分组开展合作学

习，实现优劣互补，结合课堂展示环节，让学生分享解题方法，

增强表达能力与自信心，营造探究分享的课堂氛围。

（4）结合变式训练，巩固效果：在一题多解基础上设计

同类变式题，引导学生迁移解题方法与数学思想，提升解题灵

活性。注重错题复盘，集中讲解共性错误，分析原因、强化易

错点，帮助学生规避误区、提高解题准确率。

（5）立足素养导向，渗透思想：教学中不仅传授解题方

法，更要渗透函数与方程、转化与化归等核心数学思想，结合

解题步骤讲解思想内涵，引导学生总结应用规律，实现从“学

会解题”到“学会思考”的转变，落实核心素养目标。

4 结语

本文以含参对数函数导数综合压轴题为载体，系统完成了

三大核心问题模块的一题多解探究，通过对比不同解法的优劣

与适用场景，提炼出函数与方程、转化与化归等核心数学思想，

明确了一题多解在培养学生发散思维、深化知识理解、落实核

心素养等方面的重要价值，并结合教学实际提出了分层引导、

反思总结、自主探究等可操作的教学实施建议，为高中数学导

数教学提供了实践参考与理论支撑。导数综合题的一题多解，

本质上是思维的多元化呈现与知识的综合运用，其核心价值不

在于“多解”本身，而在于通过多路径探究，帮助学生打破思

维定式、掌握解题规律、提升思维品质，同时推动教师优化教

学模式，落实核心素养导向的教学目标。未来导数教学中，可

进一步拓展一题多解的应用场景，结合更多高考真题与变式题

型，深化研究深度，探索更具针对性的教学策略，让一题多解

真正服务于学生数学能力的提升与教师教学质量的优化，助力

高中数学教学改革落地见效，实现“以题启思、以教促学”的

育人目标。
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