
当代教育教学研究 第 2卷第 03期 2026 年

28

关于条件概率的公理化定义推导
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【摘 要】：条件概率是概率论与数理统计这门课程中一个非常重要且有用的概念，本文从概率的公理化定义出发，给出了条件

概率定义的一个注解。以期让学生理解条件概率定义的本质，进而会灵活应用条件概率解决相关的复杂问题。
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1 引言

条件概率是概率论与数理统计这门课程的一个重要基础

概念，它不仅在建立乘法公式、全概率公式和贝叶斯公式等基

本概念方面有重要的作用，同时可以简化复杂概率的计算；而

且后继一些概念也是建立在条件概率的基础上，如指数分布的

“无记忆性”，条件概率密度函数，假设检验中的“两类错误”，

随机过程中的条件数学期望等等。因此从概率的公理化定义理

解条件概率的本质很重要[1]。

在一般的教材或授课过程中，通常都是直接给出条件概率

定义，然后借助于古典概型的例子验证该公式。条件概率的定

义看起来并不复杂，学生虽然知道按照公式的形式可以计算条

件概率，但因为没有掌握条件概率的本质含义，在应用该公式

的过程中，对于比较复杂的概率计算，学生通常不能准确的找

出事件 A与 B，甚至有时分不清所求概率到底是两事件之间的

条件概率还是积事件概率。文[2]对条件概率的定义从概率公理

化的角度给出了说明，本文在文[1]的基础上，从概率公理化定

义出发，对条件概率公式的形式给出全面系统的推导，希望学

生能够真正理解条件概率的含义，进而能灵活运用条件概率解

决复杂的概率问题。

本文第二部分给出条件概率的定义公式及其证明，第三部

分给出两个应用条件概率的例子。

2 条件概率公式

2.1条件概率的定义[3]

设 A与 B是样本空间中的两事件,若 P(B)>0,则称

�(� \ �) = �(��)
�(�)

(1)

为“在 B发生下 A的条件概率”，简称条件概率。

2.2条件概率在概率公理化定义下的推导过程[2]

为了在概率公理化的定义下得到公式(1)，我们不妨假设随

机试验的样本空间为Ω，设A和B是样本空间的任意两个事件，

且有�(�) > 0。因为所求概率为在 B 发生下 A 的条件概率，

则所求条件概率一定跟事件 A和事件 B发生的概率即 P A 和

P B 有关，不妨设存在函数 F,使得条件概率�(� \ �) =

�(�(�), �(�)).下面证明这样的 F 是不存在的。特别取�(�) =

�(��) = �(�) = �(��) = 1
2
,则有

1 = �(� \ �) = �(�(�), �(�)) = �(�� \ �) = 0,

得到了矛盾，则表明条件概率只跟事件事件 A 和事件 B

发生的概率有关这一结论是错误的，即满足�(� \ �) =

�(�(�), �(�))的函数 F 是不存在的。进一步表明条件概率

�(� \ �)还和其它量有关。

既然求在 B发生下 A的条件概率，这意味着 A和 B都要

发生，所以在条件概率的定义式中也应该考虑到概率�(��).

为了由概率的公理化定义得到条件概率�(� \ �)与事件 A、B

和 AB的概率的关系，下面做两点假设：

�(� \ �) = 0，对任一属于��的事件 A都成立；

概率的相对大小不发生变化，即若设 A、C是样本空间中

任意两个与 B相交的事件,则有
�(�\�)
�(�\�)

= �(��)
�(��)

(2)

由公式（2）可见，一定存在某个常数�，使得�(� \ �) =

��(��),为了求出常数�,不妨设事件 B和 C相等，则由式（2）

可得�(� \ �) = �(��)
�(�)

,即� = 1
�(�),这就得到了条件概率的定义

公式。

上面的推导从概率的公理化定义出发得到了条件概率的

定义公式，该过程揭示了条件概率的本质。即一般情况下，计

算概率�(�)和�(� \ �)时，两者所考虑的样本空间不同，所以

一般情况下这两个概率并不相等。

2.3例子

下面我们通过例子分析�(�)和�(� \ �)的计算.

例 1[3]独立地抛掷两颗均匀的骰子，求解下列两个问题：
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（1）两颗骰子的和等于 s的概率；（2）当第二颗骰子的点数

是 3时，两颗骰子的和等于 s的概率。分析：这是一道古典概

型问题，所以先要找到随机试验和条件概率事件的样本空间及

有利于我们事件的样本点的个数。

解:设��表示事件“独立地抛掷两颗均匀的骰子，它们的和

等于�”,B表示事件“第二颗骰子的点数是 3的条件下，两颗

均匀的骰子的和等于�”.

独立地抛掷两颗均匀的骰子，两者和为 s 这一随机事件的

样本空间为Ω的样本点的个数为�6
1 × �6

1 = 36，和 s 的所有可

能取值为：2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12.

�(�2) = �(�12) = 1/36 , �(�3) = �(�11) = 2/36 , �(�4) =

�(�10) = 3/36,�(�5) = �(�9) = 4/36,�(�6) = �(�8) = 5/36,

�(�7) = 1/6.

（2）接下来计算�(�� \ �)，即已知第二颗骰子的点数是 3

的前提下，两颗骰子之和是�的概率.由于第一颗骰子的点数可

能是 1,2,...,6中的任何一个，因此两颗骰子之和必须在 4和 9

之间取值.于是，当� ≤ 3 或� ≥ 10 时，�(�� \ �) = 0，所以我

们只考虑 4 ≤ � ≤ 9 的情况.

（3）首先注意到，由于掷出一个 3的概率是
1
6
，所以�(�) =

1
6
.当 4 ≤ � ≤ 9 时，�(�� ∩ �)是多少呢？对于每一个�，为了保

证第一颗骰子的点数加上 3之后等于�，第一颗骰子有且只有

一种可能的取值.因此，在 36对可能的结果中，每个��只包含

其中的一对.即：�4包含的结果是(1,3)，�5包含的结果是(2,3)，

�6包含的结果是(3,3)，�7包含的结果是(4,3)，�8包含的结果是

(5,3)，�9包含的结果是(6,3).因此，对于每一个�，均有�(�� ∩

�) = 1
36
.把这些结果组合在一起，由上面的公式可得：当 4 ≤

� ≤ 9 时，条件概率�(�� \ �) = �(���)
�(�)

= 1/36
1/6

= 1/6；否则为 0.

通过快速检验，我们可以看出这个结果是非常合理的.已知

B发生的前提下，两颗骰子之和不可能小于 4或大于 9，而剩

下的 6种可能情况应该是等可能的，这恰与上面的结果相吻合.

注意，由解答（1）和（2）可知，概率�(��)和条件概率�(�� \ �)

的结果是不同的.

另一方面，在求解复杂事件的概率时，通常以条件概率为

基础，综合应用乘法公式、全概率公式和贝叶斯公式解决问题，

下面再看一个例子。

例 2 设有来自三个地区的考生的报名表分别为 10份，15

份和 25份，其中女生的报名表分别为 3份，7份和 5份，随机

地取一个地区的报名报，从中先后抽出 2份。（1）求先抽到

的 1 份是女生表的概率；（2）已知后抽到的 1份是男生表，

求先抽到的 1份是女生表的概率；（3）已知先抽到的 1份是

女生表，后抽到的 1份是男生表，求它们是第二地区的概率。

解：设��(� = 1,2,3)表示事件“抽到的报名表是第�地区的”，

��(� = 1,2)表示事件“第�次抽到的是男生表”,

则 �(�1) = �(�2) = �(�3) = 1
3
, �(�1 \ �1) = 7

10
, �(�1 \

�2) = 8
15

, �(�1 \ �3) = 20
25,

由全概率公式，得�(��1) = �=1
3 �(��)�(��1 \ ��) =� 1

3
( 3

10
+

7
15

+ 5
25

) = 29
90
，

由“抽签原则“知，�(�2 \ �1) = 7
10

, �(�2 \ �2) = 8
15

, �(�2 \

�3) = 20
25

由全概率公式，得�(�2) = �=1
3 �(��)�(�2 \ ��) =� 1

3
( 7

10
+

8
15

+ 20
25

) = 61
90
，则

�(��1 \ �2) = �(��1�2)
�(�2)

= 1
�(�2)

[�(�1)�(��1�2 \ �1) + �(�2)�(��1�2 \ �2) +

�(�2)�(��1�2 \ �2)]

= 90
61

× [ 1
3

× 3×7
10×9

+ 1
3

× 7×8
15×14

+ 1
3

× 5×20
25×24

] = 90
61

× 2
9

= 20
61

�(�2 \ ��1�2) = �(�2)�(��1�2\�2)
�(��1�2)

=
1
3× 7×8

15×14
2
9

= 2
5

下面再举一个利用条件概率求解的典型例子---抓阄抓阄

是否与次序有关?

例 3 现在有五个阄,其中两个阄内写着“有”字,三个阄内

不写字,五人依次抓取,问各人抓到“有”字阄的概率是否相同?

解：设��表示“第�人抓到有字阄”的事件� = 1,2,3,4,5 则

有�(�1) = 2
5

�(�2) = �(�2�) = �(�2 ∩ (�1 ∪ ��1))

= �(�1�2 ∪ ��1�2) = �(�1�2) + �(��1�2)

= �(�1)�(�2 \ �1) + �(��1)�(�2 \ �1)

= 2
5

× 1
4

+ 3
5

× 2
4

= 2
5

�(�3) = �(�3�) = �(�3(�1��2 ∪ ��1�2 ∪ ��1��2))

= �(�1��2�3) + �(��1�2�3) + �(��1��2�3)

= �(�1)�(��2 \ �1)�(�3 \ �1��2) + �(��1)�(�2 \ ��1)�(�3 \

��1�2) + �(��1)�(��2 \ ��1)�(�3 \ ��1��2)

= 2
5

× 3
4

× 1
3

+ 3
5

× 2
4

× 1
3

+ 3
5

× 2
4

× 2
3

= 2
5

按类似的方法，借助于条件概率可以很方便的计算出
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�(�4)=�(�5) = 2
5.

由以上可见，五人依次抓取的概率

�(�1) = �(�2) = �(�3) = �(�4)=�(�5) = 2
5所以抓阄与先

后次序无关。

3 结论

条件概率是概率论中一个重要并且非常有用的基本概念，

针对初学者不会灵活运用这一公式所存在的问题，文中从概率

公理化定义出发，推导了条件概率的定义公式，希望学生能够

真正掌握条件概率的本质含义，进而能灵活运用条件概率计算

复杂事件的概率及解决相关问题。
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